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MATEMATYKA 8

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE.

Funkcje trygonometryczne kata ostrego (a < 90°).

Stosunki dlugosci bokéw trojkata prostokatnego nazywamy funkcjami trygonometrycznymi.

(%)

. a
sina = tgo ==

b

b
cosa= ctga=;

C

Funkcje trygonometryczne dowolnego kata.
e Wierzchotek kata umieszczamy w poczatku uktadu wspoétrzednych.
e Jedno z ramion kata (nazywane ramieniem poczgtkowym) zawiera si¢ w dodatniej potosi OX.
e Drugie rami¢ kata nazywane jest ramieniem koncowym.
e Kat odtozony jest od ramienia poczatkowego do ramienia koncowego w kierunku

przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.
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Jezeli punkt P = (x,y) jest dowolnym punktem lezagcym na ramieniu koncowym kata «,
ré6znym od poczatku uktadu wspotrzednych, to podane nizej wzory stuzg do zdefiniowania

funkcji trygonometrycznych dowolnego kata a € (0°,360°) .

ing =2 =X i = = /x2 2
sina ==, cosa =~ gdzie r = |OP| =/x2 +y
tgazg dla x # 0
ctgaztg_lazg dla y #0

Katem obrotu AOB nazywamy kat, o jaki nalezy obroci¢ rami¢ poczatkowe (potprosta OA,
pokrywajaca si¢ z dodatnig potosia OX) wokot punktu O, aby pokrylo si¢ ono z ramieniem
koncowym (potprosta OB).

Przyjmuje sig, ze
e dodatni kierunek obrotu jest kierunkiem przeciwnym do ruchu wskazoéwek zegara,

e ujemny kierunek obrotu jest kierunkiem zgodnym z ruchem wskazowek zegara.

Podane definicje funkcji trygonometrycznych mozna uogdlni¢ na dowolny kat a + k - 360°,
gdzie a € (0°,360°) oraz k € C . Definiujemy wtedy:

sin(a + k - 360°) = sina,

cos(a + k-360°) = cosa .
Jezeli tangens kata a jest okreslony, to definiujemy

tg(a +k-360°) =tga .

Jezeli cotangens kata a jest okreslony, to definiujemy

ctg(a + k-360°) =ctga .



Miare¢ kata wyrazamy w stopniach. Jednostkga miary stopniowej jest 1° bedacy ;TO kata pelnego.
Gdy potrzebujemy wickszej doktadnosci, postugujemy sig
e minutami — jeden stopief to 60 minut (1° = 60"),

e sekundami — jedna minuta to 60 sekund (1" = 60").

Miarg¢ w stopniach mozemy tatwo przeliczy¢ na tak zwang miare tukowgq.
Jednostka miary tukowej jest 1 radian (,,rad” albo zwyczajowo pomijamy nazwe jednostki).
W mierze lukowej kat petny to 2 radianéw, kat pétpelny to m, a kat prosty to g radianow.

Warto$ci funkcji trygonometrycznych katow « i (2km + «), gdzie k € C, wyrazonych w mierze

tukowej sg sobie rowne (funkcje tangens i cotangens muszg by¢ okreslone dla danego kata).

Funkcje trygonometryczne mozemy traktowac jako funkcje zmiennej x € R , bedacej miarg kata

wyrazong w radianach. Wowczas (w ponizszych wzorach k,n € C):
dla dowolnego x € R zachodzi sin(x + 2km) = sinx ,
cos(x + 2km) = cos x ;

dla x # % + nm zachodzi tg(x + km) =tgx ;

dla x # nm zachodzi ctg(x + k) = ctgx .

Sinus i cosinus sg funkcjami okresowymi o okresie podstawowym 2.

Tangens i cotangens sg funkcjami okresowymi o okresie podstawowym .

Tozsamos$ci trygonometryczne sa to zwigzki zachodzace miedzy wartosciami funkcji
trygonometrycznych dla wszystkich warto$ci zmiennej, dla ktorych wystepujace funkcje

sg okreslone:

sina + cos?a=1 dlax €R,

tgxzj(i)r:; dIaxER\{g+kn:k€C},
ctgx=z(i)jz dlax € R\ {krr: k € C},
ctgxztgix dIaxER\{k%:kEC}.



Wykresy funkcji trygonometrycznych.
Wiasnosci funkcji y = sinx (w ponizszych wyrazeniach k € C):
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e dziedzina: x € R ; zbior wartosci (—1,1)

e funkcja jest okresowa z okresem podstawowym 21; jej wykres nazywamy sinusoida
e warto$¢ najmniejszg —1 przyjmuje dla x = %ﬂ + 2km

e warto$¢ najwicksza 1 przyjmuje dla x = g+ 2kn

o warto$¢ 0 przyjmuje dla x = kn

e funkcja jest nieparzysta: sin(—x) = —sinx

e przyjmuje wartosci dodatnie w przedziatach (2km,  + 2km)

e przyjmuje wartosci ujemne w przedziatach (m + 2km, 2m + 2km)

e rosnie w przedziatach (—g + 2km, g + 2km)

e maleje w przedziatach <§ + 2km, %ﬂ + 2km)

Wrhasnosci funkcji y = cos x (w ponizszych wyrazeniach k € C):
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e dziedzina: x € R ; zbiér warto$ci (—1,1)

e funkcja jest okresowa z okresem podstawowym 2, jej wykres nazywamy cosinusoidg
e warto$¢ najmniejszg —1 przyjmuje dla x = m + 2km

e warto$¢ najwigksza 1 przyjmuje dla x = 2kn

e warto$¢ 0 przyjmuje dla x = g + km

e funkcja jest parzysta: cos(—x) = cosx

e przyjmuje wartosci dodatnie w przedzialach (— g + 2km, g + 2km)
e przyjmuje wartosci ujemne w przedziatach (g + 2km, %ﬂ + 2km)

e rosnie w przedziatach (m + 2km, 2w + 2km)

e maleje w przedziatach (2km,mw + 2km)



Wykresy funkcji sinus i cosinus mozemy przeksztatca¢ w nastepujacy sposob:
e przesuwac o p jednostek wzdtuz osi OX oraz q jednostek wzdtuz osi OY :
y=sin(x—p)+q, y=cos(x—p)+q,;
e y=asin(x),y =acos(x),a+0,liczb¢ |a| nazywamy amplitudg funkcji.

Okres podstawowy funkcji: y = sin(bx) i y = cos(bx), gdzie b > 0, jest rowny 27” :

Wiasnosci funkcji y = tgx (w ponizszych wyrazeniach k € C):
e dziedzina: x € R\ {Z+kn : k € C} Ty
e zbiorem wartosci jest R

e funkcja okresowa, okres podstawowy m

e wykres funkcji nazywamy tangensoida i

x

e warto$¢ 0 przyjmuje dla x = kn £ - ~ o
e ros$nie w przedziatach (— g + km, g + k) 17
o dlax # g + kmr zachodzi tg(—x) = —tg(x) j
e asymptoty pionowe przechodza przez 4
punkty x ==+ km s

Wrhasnosci funkcji y = ctgx (w ponizszych wyrazeniach k € C):

e dziedzina: x e R\ {km: k € C} T
e zbiorem wartos$ci jest R 1
e funkcja okresowa, okres podstawowy Z
e wykres funkcji nazywamy cotangensoida .

e warto$¢ 0 przyjmuje dla x = g + km 5 Y - i 6:;

e maleje w przedzialach (km,m + km) 17
e dlax # km zachodzi ctg(—x) =—ctg(x)
e asymptoty pionowe przechodza przez

punkty x = km

Okres podstawowy funkcji: y = tg(bx) i y = ctg(bx), gdzie b > 0, jest rowny %.



Dla dowolnych a, 8 € R mozna obliczy¢ funkcje trygonometryczne sumy i roznicy katow.

sin(a + B) = sina cos f + cos a sin 8
sin(a — B) = sina cos B — cos a sin B
cos(a + ) = cosacosf —sinasinf

cos(a — ) = cosacosf + sinasinf

Dla dowolnego a € R mozna obliczy¢ funkcje trygonometryczne kata podwojonego 2a.

sin2a = 2sina cosa

2tga

sin 2a =
1+tg2a

,dlaa¢§+kn,kec

cos 2o = cos? a — sin? a

_to2
cos2a=—22% dlag#Z+kr, keC
1+tg“ a 2
tg2a = Ztgza dlaa#=-+kn, keC,1—tg2a+#0
1-tg= a 2
2
ctg2a = dlag£Z+kZ kecC
2ctga 2 2

Dla dowolnych a, 8 € R mozna obliczy¢ sume i roznicg funkcji trygonometrycznych.

. . . a+ a—
sina +sinf = 251nTﬁ-cosTﬁ
. . . a— a+
sina —sinf = 251nTﬁ-cosTﬁ

a+ a—
cosa+cospf = ZCOSTﬁ'COSTﬁ
a+p a—-p

cosa—cosff = -2 sinT- sinT



Wzory redukcyjne pozwalajg wyrazi¢ wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego kata za

pomocg warto$ci funkcji trygonometrycznych kata nalezgcego do przedziatu (0, %).

sin(g +a) =cosa
[ .
cos(; + a) = —sina
(s
tg(z +a) =—ctga

ctg(g +a)=—-tga

Réwnania trygonometryczne rozwigzujemy podstawiajac za argument funkcji nowa zmienna.

Przyklad: rozwigz rownanie sin(2x — g) = % .

. . T . . , . . 1
Podstaw1amy nowag zmi€nng a = 2x — g 10trzymu36my rownani€ sSina = 2

Z tablic lub wykresu funkcji sinus odnajdujemy rozwigzanie:
a=%+2krt lub a=%+2kn,gdzie kecC.

Wracamy do poprzedniej zmienngj

2x—§=a=§+2kn lub 2x—%=a=5?n+2kn,gdzie kecC.

Obliczamy: x =Z+km Iub x =~ +kn,gdzie k € C.

Ruch po okregu.

Gdy analizujemy ruch ciala poruszajacego si¢ po okregu,
ktére przemiescilo si¢ z punktu P do punktu P1, y
mozemy obliczy¢ warto$¢ jego predkosci katowej w.

__katobrotu _ «

czas ruchu t

oraz warto$¢ jego predkosc liniowej v wzdhuz tuku.

__ diugosctuku L

czas ruchu t
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W dalszej czgsci konspektu znajdujg si¢:

e zadania spelniajace aktualne wymagania maturalne
e Kklucze rozwigzan
e zakres materiatu na nastgpne zajecia

Zapraszamy na kurs!

Szczegotowe informacje na temat naszego kursu przygotowawczego
znajdujg si¢ na stronie: www.medicus.edu.pl

Zapisy sa przyjmowane przez formularz zgtoszeniowy:
www.medicus.edu.pl/zapisy
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