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MATEMATYKA 4

FUNKCJA KWADRATOWA

Funkcjg kwadratowg ub trojmianem kwadratowym nazywamy funkcje

f(x) =ax® +bx+c,

gdzie a,b, c eR oraz a # 0. Dziedzing funkcji kwadratowej jest zbior liczb rzeczywistych.

Wykres funkcji kwadratowej nazywamy parabolg.

Z wykresu funkcji kwadratowej y = x* (gdzie a=1,b=c =0) mozemy odczyta¢, ze:
e punkt (0, 0) jest wierzchotkiem paraboli, ktorej ramiona sa skierowane do gory,
e 0$ OY jest osig symetrii paraboli,
e funkcja jest malejaca w przedziale (—oo, 0> oraz jest rosngca w przedziale <O, ©),
e dla x=0 funkcja przyjmuje warto$§¢ minimalng réwna 0,

e dla kazdego X # 0 zachodzi nier6wnos¢ f(x)>0.
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Wykres funkcji y =—x? jest symetryczny do wykresu funkcji y = x* wzgledem osi 0X .

Z wykresu funkcji kwadratowej y =—x* (gdzie a =-1, b =c=0) mozemy odczyta, ze:
e punkt (0, 0) jest wierzchotkiem paraboli, ktérej ramiona sg skierowane w dot,
e 0§ OY jest osig symetrii paraboli,
e funkcja jest rosngca w przedziale (—o, 0> oraz jest malejgca w przedziale <0, ),

e dla x =0 funkcja przyjmuje warto$¢ maksymalng réwng 0,

e dlakazdego X #0 zachodzi nieréwnos¢ f(x)<O0.

y=—f(x)=-x?

Od wartosci wspotczynnika a funkcji y=ax® zalezy, czy ramiona paraboli skierowane sa

do gory (gdy a>0), czy do dotu (gdy a < 0) oraz jak bardzo sg one rozchylone.
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Przesuwajac wykres funkcji y = ax” (gdzie a = 0, aby byla to funkcja kwadratowa) o p jednostek
w poziomie i g jednostek w pionie, czyli o wektor [p, q], otrzymujemy wykres funkcji

y=a(x—p)f+q.

Powyzsze rOwnanie nazywamy postaciq kanoniczng funkcji kwadratowe;j.

Posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowej mozna przeksztatci¢ do postaci ogélnej y = ax® +bx+c.

Przy przeksztatcaniu funkcji kwadratowej migdzy postacia ogdlng a postaciag kanoniczng nalezy

korzystac¢ ze wzoréw skroconego mnozenia (aby uniknac¢ kolizji oznaczen, uzyto zmiennych r i S)
(r—sf =r*-2rs+s® oraz (r+s)f =r?+2rs+s”.

b ~A

Parabola ma wierzchotek w punkcie o wspotrzednych: x, = pzz oraz vy, = =

gdzie wyrazenie A =b® —4ac nazywamy wyréznikiem trojmianu kwadratowego.

Rysunek ponizej pokazuje wykres funkcji y=2x* (linia przerywana) i wykres tej funkcji
przesunigtej o wektor [— 4,—8] czyli parabole opisang réwnaniem Yy = 2(X + 4)2 —8 (linia ciagta).

I A
1
V8T
}
i

]
)
I
}

5T 1

[

ey
(3%

i
=]

¢ 4

i
o

Przeksztalcenie
y=2(x+4) —8=2(x? +2x4+4?)-8 = 2x* + 16X + 24
prowadzi do funkcji zapisanej w postaci ogdlnej, gdzie a=2, b=16, c=24.

Wyréznik troymianu kwadratowego

A=b*—-4ac=16"—4-2-24=256-192=64.

Przesunieta funkcja ma dwa miejsca zerowe: X, =—6, X, =—2.



Rozwigzaniem (pierwiastkami) rownania kwadratowego ax*+bx+c=0 (gdzie a=0)

sa miejsca zerowe funkcji kwadratowej f(x)=ax*+bx+c. Wyznaczamy je po zbadaniu

wartosci wyroznika:

e jezeli A<O, to brak jest pierwiastkow rownania,

L : : . -b
e jezeli A=0, to rownanie ma jeden pierwiastek X, = 2

L : C -b-+vA -b++A
e jezeli A>0, to rownanie ma dwa pierwiastki: X, = o X, = %

Funkcje¢ kwadratowa mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej
y=a(x—x)(x—x,), gdzie a=0.
Wyrazy (x— xl) oraz (X - xz)nazywamy czynnikami liniowymi, a posta¢ iloczynowa nazywamy

rozktadem na czynniki liniowe. Badamy warto$¢ wyroznika trojmianu kwadratowego:

e jezeli A<O0, to trojmianu nie mozna roztozy¢ na czynniki liniowe,

e jezeli A=0, to trojmian mozna przedstawi¢ w postaci y =a (X - X, )2 , gdzie X, = 22

e jezeli A>0, to tr6jmian mozna przedstawi¢ w postaci Yy =a (X - X1) (X - Xz) ,

—b-JA  _-b+iA

2a 2 2a

gdzie x, = sg pierwiastkami trojmianu.

Wyréznik funkcji f(X) =2x* +16x+24 (wykres przedstawiony na stronie 3) wynosi A =64,

rozwigzaniem rownania kwadratowego 2x* +16x+ 24 =0 sg liczby

X1_—16—\/@_ 6y 16464 _

=-6, X, = 2.
2-2 2:2

Przedstawmy te¢ funkcje w postaci iloczynowe;:

y=a(x—x)(x—%,)=2(x+6)(x+2).

Aby przej$¢ od postaci iloczynowej do postaci ogoélnej funkcji kwadratowej, nalezy wykonaé

mnozenie a (X - Xl) (X - X2) 1 uporzadkowaé wyrazy w otrzymanym wyrazeniu.



Interpretacja geometryczna roznych potozen wykresu paraboli y = ax® + bx + ¢ wzgledem osi OX:

a>0 a>0 a>0
A<O0 A=0 A>0
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brak miejsc zerowych jedno miejsce zerowe dwa miejsca zerowe

Interpretacja geometryczna jest pomocna przy rozwigzywaniu uktadu réwnan, z ktorych jedno

opisuje funkcje liniows, a drugie funkcje kwadratowg. Rozwigzanie takiego uktadu rownan

stanowig pary liczb (X, y) spelniajgce oba rownania | opisujgce punkty przeciecia wykresow

obu funkgcji.
Przyktad
, , , , y=x+1
Szukamy rozwigzania uktad rownan s A
y=-X"+3

L.aczymy oba rownania X+1=—-x>+3.
Powstaje rownanie kwadratowe x> +x—-2=0.
Obliczamy wyréznik A=1-4(-2)=9.

Wyroznik A >0, wigc rownanie kwadratowe ma dwa pierwiastki.



Obliczamy pierwiastki:
184 _
2 2

Podstawiamy obliczone pierwiastki do rownania liniowego:

_—1+\/§_E_
2 2

-2 1.

X;

Vi =X+1=-1 y,=Xx+1=2.

Wykreslimy parabole i lini¢ prostg. Wykresy tych funkcji przecinaja si¢ w punktach
0 wspotrzednych: (X, ¥,)=(-2,-1) i (x,V,)=(2).

Interpretacja graficzna jest pomocna w rozwigzywaniu nierownosci kwadratowych.
Rozwigzanie nierowno$ci z niewiadoma polega na wyznaczeniu tych warto$ci niewiadomej
(zbioru rozwigzan), dla ktorych nierd6wnos¢ jest spetniona. Wiedzac jak sa skierowane ramiona
paraboli wykresu funkcji kwadratowej (w gore albo w dot) i znajac jej miejsca zerowe, mozna

wyznaczy¢ zbidr rozwigzan odpowiedniej nieréwnos$ci kwadratowe.

Przyktad

Rozwigzujemy nierowno$¢ —x*+x+2>0.

Obliczamy wyro6znik A=1-4(-1)2=9.

Wyréznik A >0, wiec rownanie ma dwa pierwiastki

X1=_1_2\/§=_:=2, X22_1+2\/§:i2:_1'

Czynnik a<0, wiec ramiona paraboli skierowane sa3 w dot. Funkcja y=-x*+Xx+2 jest

nieujemna w przedziale X € <—1, 2> i taki tez jest zbior rozwigzah nierownosci — x* +x+2>0.



Przykiad z fizyki

Na jaka wysoko$¢ wzniesie si¢ kamyk rzucony pionowo w gore?

Predkos¢ poczatkowa kamyka Vo = 10 m/s. Po jakim czasie kamyk spadnie na Ziemig¢?

2
Wzér opisujacy wysokos¢ h w funkcji czasu t ma posta¢ h=v,t — 9 ,

gdzie g = 1OSm2 oznacza przyspieszenie ziemskie.

2
Zapisujemy funkcje: h(t) =Vt - 9 _ 10 [m} - 1 -10 {mz} t?=-5 [mz} t* +10 {m} -1
2 S 2 S S S
Pierwiastkami rownania y = -5x* +10x sg X =0 i X, =2.

Wierzchotek paraboli znajduje si¢ w punkcie (1, 5).
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Kamyk wzniesie si¢ na wysoko$¢ 5 m (najwyzszy punkt paraboli, osiggany po 1 s lotu)

i spadnie po 2 sekundach (parabola przecina prostg y=0 w X, =2).

W celu wyznaczenia najmniejszej lub najwickszej warto$ci funkcji  kwadratowej

f(x)=ax® +bx+c w przedziale (p,, p,) nalezy obliczyé wartosci funkcji na brzegach

przedziatu: f(p) i f(p,).

Jezeli wspotrzgdna wierzchotka paraboli XW=—2— zawiera si¢ w zadanym przedziale,
a

Ko € (Pur Po), to malesy wyznaczyé rownier. y, (np. korzystajac 7e wzorw Y, =),

W przedziale (py, p,):

e najmniejsza sposrod wyznaczonych wartosci jest najmniejszg wartoscig funkcji kwadratowe;j;
¢ najwigksza sposrod wyznaczonych wartosci jest najwigksza wartoscig funkcji kwadratowe;.

Przyktad



Wyznacz najwicksza i najmniejsza warto$é funkcji kwadratowej f(X)=2x*—-5x+3
w przedziale (-1, 2).
Obliczamy wartos$ci funkcji na brzegach przedziatu:
f(-1)=2(-1)*-5(-1)+3=2+5+3=10 oraz f(2)=2-2°-5-2+3=8-10+3=1.
b -5 5

Ob“czamy Xw 2—52—52221,25 i sprawdzamy, Ze XW €<—1, 2>,
R 5 5 _ 5 1
nastepnie obliczam =f|l=|=2-|=| -5-=+3=-==-0125.
ity 5, (32 (2] 53192 1

Wyznaczone zostaly wartosci {— 0,125,1,10}, z ktorych najmniejsza jest —0,125,

a najwicgkszg jest 10. Mozemy to zobrazowaé na wykresie funkcji.

3 1Y

Zakres rozszerzony.

Jezeli rownanie kwadratowe ax® +bx+c =0 ma dwa pierwiastki: X, X,, to mozna wyrazi¢ ich

sume i iloczyn za pomoca wzorow Viete'a :

c
X1+X2=—g, Xl'Xzzg
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W dalszej czgsci konspektu znajdujg si¢:

e zadania spelniajace aktualne wymagania maturalne
e Kklucze rozwigzan
e zakres materiatu na nastgpne zajecia

Zapraszamy na kurs!

Szczegotowe informacje na temat naszego kursu przygotowawczego
znajdujg si¢ na stronie: www.medicus.edu.pl

Zapisy sa przyjmowane przez formularz zgtoszeniowy:
www.medicus.edu.pl/zapisy
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